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本講演では, 気体放電を記述する Morrow モデルの初期値境界値問題を論じる.

この問題は, 正イオン密度および電子密度が零となる自明定常解を持つが, その自
明解の安定性・不安定性について考察する. 一次元有界区間 I := (0, L)において,

Morrow モデルは次の双曲型・放物型・楕円型連立方程式系で与えられる. (モデ
ルの詳細は, [1]を参照のこと.)

∂tρi + ∂x(ρiui) = α(∂xΦ)ρe |ve| , (1a)

∂tρe + ∂x(ρeve)− ke∂xxρe = α(∂xΦ)ρe |ve| , (1b)

∂xxΦ = ρi − ρe, (t, x) ∈ R+ × I. (1c)

未知関数 ρi, ρe, −Φは, それぞれ正イオン密度，電子密度，電位を表す．また, ui
および veは, それぞれ正イオンと電子のドリフト電流であり, α(∂xΦ)はTownsend

の一次電離係数である. すなわち, 次で与えられる.

ui := ki∂xΦ, ve := −ke∂xΦ, α(∂xΦ) := a exp
(
−b|∂xΦ|−1

)
.

ここで, ki, ke, a, bは正定数である. 初期値および境界値は次のように課す．

(ρi, ρe)(0, x) = (ρi0, ρe0)(x), ρi0(x) ≥ 0, ρe0(x) ≥ 0, (1d)

ρi(t, 0) = ρe(t, 0) = Φ(t, 0) = 0, ρe(t, L) = 0, Φ(t, L) = Vc. (1e)

なお, Vcは正定数であり, 境界 x = 0が陽極, 境界 x = Lが陰極を表す. この初期
値境界値問題 (1)は, 次の自明な定常解を持つ.

(ρi, ρe,Φ) = (0, 0, Vcx/L).

1900年頃, Townsendは放電発生に関する理論を発表した. 彼は, 気体を詰めた
チューブに高電圧を印可した実験を行い, 放電が発生するために不可欠な二つの
作用を発見した. 一つは, 電子が中性粒子と衝突することにより, 新たに電子と正
イオンが生じるα作用である. もう一つは γ作用と呼ばれ, 正イオンが陰極と衝突
した際に起こる, 電子の二次放出である. さらに, 彼は, 時間を離散化させるなど
して, 放電が発生し持続するための電圧の閾値 (火花電圧)を導出した. Townsend

理論において注目すべきことは, α作用, γ作用のどちらか一方を欠いても, 火花
電圧を得ることができず, 放電が持続しない点にある. 近年, Morrowにより方程
式系 (1a)–(1c)が提案され, 放電現象の数値実験に広く利用されている. 本研究の
目的は, Morrowモデルを用いて火花電圧を再導出することにある.

本講演では, α作用は考慮するが, γ作用を考慮しない場合を解析する. 具体的
には, 方程式 (1a), (1b)の右辺が α作用を表している. また, γ作用は境界条件と



して取り込むべきであるが, 境界条件 (1e)では ρe(t, L) = 0とし, 電子の二次放出
は起きないとしている. この状況において, 自明定常解の安定性を調べる. 自明解
が時間的に安定であれば, 放電は持続しないと言える. 実際, 時間経過にともない
電子密度は零に収束し, チューブ内に電流が流れない状況に対応する. 逆に, 自明
解が不安定であれば, 放電は持続する. したがって, 電圧をパラメータとみなして
自明定常解が時間的に安定から不安定へと変化する臨界電圧を, Morrowモデルの
火花電圧と定めるのが妥当であろう. 主結果を述べるために, 関数 gを定義する.

g(λL) := λα(λ)− λ2

4
, λ > 0.

定理 1 ([2]). 電圧 Vcは g(Vc) < π2/L2を, 初期値 (ρi0, ρe0) ∈ H1(I)は両立条件を
それぞれ満たすとする. このとき, ある正定数 ε0が存在して, ∥(ρi0, ρe0)∥H1 ≤ ε0
ならば, 初期値境界値問題 (1)は唯一の強解 (ρi, ρe, ϕ)を時間大域的に持ち, その
解は時間経過とともに自明定常解へH1(I)の位相で収束する.

定理 2 ([2]). 電圧Vcは g(Vc) > π2/L2を満たし, 初期値は (ρi0, ρe0) = (δψi, δψe)で
与えられるとする. ここで, δは正定数であり, (ψi, ψe)は両立条件と次を満たす.

ψi(x), ψe(x) ≥ 0,

∫ L

0

ψe(x) dx > 0, ∥ψi∥H1 + ∥ψe∥H1 = 1.

このとき, 次を満たす正定数 ε0が存在する. 十分小さな任意の δ > 0に対して, あ
る時刻 T > 0があって, 強解 (ρi, ρe, ϕ)は, ∥ρi(T )∥H1 + ∥ρe(T )∥H1 ≥ ε0となる.

物理パラメータの選び方に依り, gのグラフは次の左図または右図のようになる.
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左図の場合において火花電圧 V ∗
c は, 次を満たす値で定められる.

g(V ∗
c ) =

π2

L2
, g′(V ∗

c ) > 0.

実際, 定理 1および定理 2より, 電圧 Vcが火花電圧 V ∗
c を超えるとき, 自明解は安

定から不安定へと変化する. したがって, Townsend理論と違い, Morrowモデルで
は γ作用を考慮しなくとも, 放電が持続する状況があると結論づけられる.
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