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1. 序
プラズマが接触する物体の周囲にはシースと呼ばれる境界層が形成される．本講演で
は，その形成を数学的に解析した成果を論じる．プラズマ中の正イオンの運動は，次
のEuler–Poisson方程式で記述される．

ρt + div(ρu) = 0, (1a)

(ρu)t + div (ρu⊗ u) +K∇ρ = ρ∇ϕ, (1b)

ε∆ϕ = ρ− e−ϕ. (1c)

未知関数 ρ = ρ(t, x), u = (u1, u2, u3) = (u1, u2, u3)(t, x), −ϕ = −ϕ(t, x)はそれぞれ正
イオン密度，正イオン速度，電位を表す．正定数K,

√
εは，それぞれ正イオン温度と

Debye長を表す．方程式 (1c)は電磁気学におけるPoisson方程式であるが，電子密度ρe
はBoltzmannの関係式ρe = e−ϕに従うとしている．この仮定は物理的だけでなく数学
的にも妥当であることが，Grenier–Guo–Pausader–Suzukiにより示されている [9]．
人工的につくられるプラズマは，核融合，半導体デバイス用シリコンウェハーの微
細加工，空気清浄・浄水，殺菌などに広く利用されている．こうした用途では，プラ
ズマが金属やシリコンなどに接触する周囲に境界層（シース, sheath）が現れ，その解
析はプラズマ物理学・工学において重要とされている．シースが形成されるメカニズ
ムを詳述する．プラズマが固定壁に接触するとき，プラズマ中の電子と正イオンは壁
に流れ込むが，電子は正イオンに比べて遥かに軽く動きやすいため，過剰に吸収され
る．すなわち，壁の付近では電子密度は正イオン密度より急激に減少し，壁とプラズ
マの間に電気的な偏りが生じる．この偏りが生じた領域がシースである．また，シー
スの厚みはDebye長

√
ε（プラズマ中に荷電粒子をおいたとき，荷電粒子から生じる電

場が遮蔽される距離）の数倍程度になることが知られている．これらについては，参
考文献 [5, 16]により詳しい解説がある．
1920年代頃からシースは研究されており，シースが形成されるためには，正イオン
はある一定の速度以上でシース領域に流れ込まなければならないことが，Langmuirに
より指摘された [15]．その後，Bohmは定常Euler–Poisson方程式を用いて，平らな固定
壁に対して垂直な一方向流を考察し，正イオン速度は

√
κ(Te + Ti)/miに達する必要が

あることを明らかにした [4]．ここで，κはBoltzmann定数，Teは電子温度，Tiは正イ
オン温度，miは正イオン質量を表す．この条件は，Bohm条件と呼ばれている．Bohm

条件に関する一連の物理的な研究成果は，参考文献 [18]で概説されている．
方程式系 (1)は適切に無次元化が行われており，この系ではBohm条件は次となる．

u2
+ > K + 1, u+ < 0. (2)
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ここで，u+は固定壁に対して垂直方向の正イオン速度を表す．方程式系 (1)を用いて，
シース形成およびBohm条件を議論した数学的な成果は数多く報告されている．シー
スは定常的な境界層と観測されるため，数学的には方程式系 (1)の定常解に対応し，そ
れは時間的に安定であると予想できる．実際，Ambroso–Méhats–Raviartは，Bohm条
件を仮定して区間 (0, 1)上で単調な定常解の存在を示し [2]，Ambrosoは時間発展問題
の解は時間経過とともに [2]で構成された定常解に収束することを数値的に確認してい
る [1]．さらに，Suzukiは半空間において平面定常解が存在するための必要十分条件を
導き，Bohm条件 (2)よりやや強い条件を仮定して定常解の安定性を証明している [19]．
その後，Nishibata–Ohnawa–Suzukiの研究 [17]において [19]の安定性定理が改善され，
Bohm条件下で定常解の安定性が示されている．これらの研究により，Bohm条件は定
常解が一意的に存在して時間的に安定であるための十分条件であることが解明されて
いる．また，[17]で行われているスペクトル解析より，Bohm条件は安定性のための必
要条件であると推察される．
上述の研究では，平らな固定壁のみを扱っているが，固定壁が曲がっている場合に，

Bohm条件がどのように変化するのかを考察することは，より興味深い．Jung–Kwon–

Suzukiは，三次元円環領域において球面対称定常解を議論し，その存在にはBohm条
件より真に強い条件が必要となることを示している [12]．また，摂動半空間において，
Bohm条件とある必要条件が定常解の存在を保証することが解明されている [20]．
定常解の存在および安定性を議論した成果 [12, 17, 19, 20]では，シース領域の解析に
注力するため，長さスケールをDebye長

√
εにとり方程式系 (1)を 1無次元化している．

シースの厚みがDebye長の数倍であることを解明するには，より大きな長さスケール
を用いて解析すべきである．そのようなスケールにおいて，Gérard-Varet–Han-Kwan–

Roussetは，Debye長が十分小さければ，半空間上の方程式系 (1)の時間局所解は外部
解と内部解の和で近似できることを示している [8]．ここで，外部解とは，方程式系 (1)

でDebye長を零とした極限方程式の解である．内部解とは，長さスケールをDebye長
に取り直した方程式系において，Debye長を零とした境界層方程式の解であり，境界
層の発展過程を表現する．実際，形式的に時間変数を無限大とすれば，内部解は先述
の定常解に収束する．また，内部解の挙動から，直ちにシースの厚みが分かる．
曲がった境界を持つ領域においてシースの厚みを分析することも興味深く，Jung–

Kwon–Suzukiは，三次元円環領域においてGérard-Varet等と同様な結果を証明してい
る [14, 13]．ただし，円環領域では境界が2つあるため，内部解をより精密に構成する
必要がある．こうした研究では，2Debye長

√
εの小ささを仮定するが，その値は典型的

に10−4 ∼ 10−3程度であり，これは妥当な仮定である．また，Debye長を零とする極限
は準中性極限と呼ばれる．これは，方程式 (1c)において ε = 0とすると正イオン密度ρ

と電子密度 e−ϕが等しくなり，電気的に中性な状態が成立することに由来する．
プラズマ境界層の数学解析とは直接的に関係しないが，全空間におけるEuler–Poisson

方程式の研究成果をいくつか紹介する．Guo–Pausaderは，初期速度に渦がない場合に
時間大域可解性を証明している [10]．Cordier–Grenierは時間局所解の準中性極限を解
析している [6]．また，Cordier–Degond–Markowich–Schmeiserは進行波解の存在を示
し，その準中性極限を取り扱っている [7]．さらに，進行波解のうち孤立波解について
は，Haragus–Scheel[11]やBea–Kwon[3]によって，その性質が深く解析されている．
1この無次元化により ε = 1となるが，Bohm条件 (2)は変化しない．
2長さスケールを 1メートルとして無次元化されている．



本講演では，定常解に関する結果 [2, 12, 17, 19, 20]及び，準中性極限に関する結果
[8, 14, 13]を概説し，固定壁（領域の境界）の形状に応じてBohm条件とシースの厚み
がどのように変化するかを論じる．この要旨では，第 2章で摂動半空間における定常
解の結果 [20]を，第3章で三次元円環領域における準中性極限の結果 [14, 13]を詳述す
る．以下，L2(Ω)は通常のLebesgue空間を，Hk(Ω)はk次のSobolev空間を表す．

2. 摂動半空間における定常解
方程式系 (1)において長さスケールをDebye長

√
εに取り直し，(1b)を密度ρで割れば，

次のように書ける．

ρt +∇ · (ρu) = 0, ut + (u · ∇)u+K∇(log ρ) = ∇ϕ, ∆ϕ = ρ− e−ϕ. (3a)

次の摂動半空間Ωにおいて，方程式系 (3a)の初期値境界値問題を取り扱う．

Ω := {x = (x1, x2, x3) = (x1, x
′) ∈ R3 |x1 > M(x′)}, M ∈ ∩∞

k=1H
k(R2).

初期値及び境界値は，次にように課す．

(ρ,u)(0, x) = (ρ0,u0)(x), (3b)

ϕ(t,M(x′), x′) = ϕb, x′ ∈ R2, (3c)

lim
x1→∞

(ρ, u1, u2, u3, ϕ)(t, x1, x
′) = (1, u+, 0, 0, 0). (3d)

ここで，初期値 (ρ0,u0)は次を満たす．

inf
x∈Ω

ρ0(x) > 0, inf
x∈∂Ω

u0(x) · ∇(M(x′)− x1)√
1 + |∇M(x′)|2

−
√
K > 0. (4)

境界値ϕbは与えられた定数であり，無限遠の値u+は，以下を満たす定数とする．

u2
+ > K + 1, u+ < 0, (5)

inf
x∈∂Ω

−u+√
1 + |∇M(x′)|2

−
√
K > 0. (6)

条件 (5)は，Bohm条件である．条件 (4)の第二式は，問題 (1)が可解となるための必
要条件である．また，無限遠の値 (1, u+, 0, 0, 0)の近傍で，(1)の解を構成するのであれ
ば，(6)も必要となる．
主結果を述べるために，半空間における平面定常解(ρ̃, ũ1, ũ2, ũ3, ϕ̃) = (ρ̃, ũ1, 0, 0, ϕ̃)(x1)

の存在定理を紹介する．この解は次を満たす．

(ρ̃ũ1)
′ = 0, ũ1ũ

′
1 +K(log ρ̃)′ = ϕ̃

′
, ϕ̃

′′
= ρ̃− e−ϕ̃, x1 > 0,

ϕ̃(0) = ϕb, lim
x1→∞

(ρ̃, ũ1, ϕ̃)(x1) = (1, u+, 0), inf
x1>0

ρ̃(x1) > 0.

物理実験では，密度 ρ̃や電位 ϕ̃は単調な関数として観測されるため，単調な平面定常解
のみを考える．ここで，SagdeevポテンシャルV を次で定める．

V (ϕ) :=

∫ ϕ

0

f−1(η)− e−η dη, f(ρ) := K log ρ+
u2
+

2ρ2
−

u2
+

2
.



逆関数f−1については，以下に留意する．u+ = 0の場合，fはR上で狭義単調増加であ
り，逆関数はf−1(ϕ) := eϕ/Kとなる．一方，u+ ̸= 0の場合，fは区間I1 := (0, |u+|/

√
K ]

上で狭義単調減少であり，区間 I2 := [ |u+|/
√
K,∞)上で狭義単調増加である．ここで，

平面定常解 (ρ̃, ũ1, ϕ̃)は f(ρ̃) = ϕ̃を満たさなければならなく，limx→∞ ρ̃(x) = 1でもあ
ることより，fの定義域をρ = 1を含む区間に制限し，逆関数f−1を定める．すなわち，
u2
+ ≤ Kならばfの定義域を I2に 3制限し，u2

+ > Kならばfの定義域を I1に制限する．
平面定常解の一意的存在に関する結果を述べる．なお，R+ := {x1 > 0}とする．
定理 1. ([19]) (i) 無限遠の値u+はu2

+ ≤ KまたはK +1 ≤ u2
+のいずれかを満たすと

する．このとき，単調な平面定常解 (ρ̃, ũ1, ϕ̃) ∈ [C(R+)∩C1(R+)]
2 ×C(R+)∩C2(R+)

が一意的に存在するための必要十分条件は，

V (ϕb) ≥ 0, ϕb ≥ f(|u+|/
√
K) (8)

である．とくに，u2
+ > K+1の場合，|ϕb|が十分に小さければ(8)が成り立ち，(ρ̃, ũ1, ϕ̃) ∈

C∞(R+)となる．
(ii) 無限遠の値 u+はK < u2

+ < K + 1を満たすとする．このとき，ϕb ̸= 0ならば，
平面定常解 (ρ̃, ũ1, ϕ̃)は存在しない．一方，ϕb = 0ならば，平面定常解 (ρ̃, ũ1, ϕ̃)は定数
解 (1, u+, 0)に限る．
平面定常解 (ρ̃, ũ, 0, 0, ϕ̃)(M̃(x))からの摂動を考え，問題 (1)の定常解 (ρs,us, ϕs)(x)

を構成した．ここで，M̃(x) := x1 −M(x′)である．また，自然数 k及び正定数αに対
して，関数空間Hk

α(Ω)を次で定める．

Hk
α(Ω) :=

{
f ∈ Hk(Ω)

∣∣ ∥f∥2k,α < ∞
}
, ∥f∥2k,α :=

k∑
j=0

∫
Ω

eαx1|∇jf |2 dx.

定常解 (ρs,us, ϕs)の存在と安定性は，以下の定理にまとめられる．これらでは，領
域Ωの境界を表す関数Mのノルムに，如何なる制限も課されていない．
定理 2. ([20]) 無限遠の値u+は (5)及び (6)を満たし，m ≥ 3とする．このとき，ある
正定数 δがあって，β + |ϕb| ≤ δならば，問題 (1)は定常解 (ρs,us, ϕs)を持つ．この定
常解は次を満たし，そのような定常解は唯一つである．

(ρs, us
1, u

s
2, u

s
3, ϕ

s)− (ρ̃ ◦ M̃, ũ ◦ M̃, 0, 0, ϕ̃ ◦ M̃) ∈ [Hm
β (Ω)]4 ×Hm+1

β (Ω),

∥(ρs − ρ̃ ◦ M̃, us
1 − ũ ◦ M̃, us

2, u
s
3)∥2m,β + ∥ϕs − ϕ̃ ◦ M̃∥2m+1,β ≤ C|ϕb|.

ここで，Cはϕbに依らない正定数である．
定理 3. ([20]) 無限遠の値u+は (5)及び (6)を満たすとする．このとき，ある正定数 δ

があって，β+ ∥(ρ0 − ρs,u0 −us)∥3,β + |ϕb| ≤ δならば，問題 (1)は時間大域解 (ρ,u, ϕ)

を持つ．この大域解は次を満たし，そのような大域解は唯一つである．

(ρ− ρs,u− us, ϕ− ϕs) ∈

[
1⋂

i=0

Ci([0, T ];H3−i
β (Ω))

]4
× C([0, T ];H4

β(Ω)).

さらに，ϕb, tに依らない正定数γ, Cがあって，次の減衰評価が成り立つ．

sup
x∈Ω

|(ρ− ρs,u− us, ϕ− ϕs)(t, x)| ≤ Ce−γt, t ∈ [0,∞).

3u2
+ = Kの場合，I1 ∩ I2 = {1}となるが，fの定義域を I1に制限すると不具合が生じる．[19]を参照．



これらの定理より，Bohm条件 (5)及び必要条件 (6)は，摂動半空間におけるシース
形成を保証すると結論づけられる．

3. 三次元円環領域における準中性極限
原点からの距離をr = |x|で表し，方程式系 (1)の球面対称解を考える．また，密度ρと
速度uに代わり，n = n(t, r) := r2ρ(t, r)とu = u(t, r) := u(t, x) · x/|x|を新たな未知関
数とすると，次の方程式系を得る．

nt + (nu)r = 0, ut + uur +K(log(r−2n))r = ϕr, ε
(
r2ϕr

)
r
= n− r2e−ϕ. (9a)

ここで，長さスケールは円環の内殻の半径riを選び，第三式に現れるεは，(1c)にある
εと r2i の比となる．この系を I := (1, 1 + L)で扱い，次の初期値及び境界値を課す．

(n, u)(0, r) = (n0, u0)(r), (9b)

(n, u)(t, 1 + L) = ((1 + L)2, u+), ϕ(t, 1) = ϕL, ϕr(t, 1 + L) = 0. (9c)

円環の内殻 r = 1を固定壁，外殻 r = 1 + Lをプラズマ領域にある仮想的な境界として
いる．また，u+ < 0及びϕL ∈ Rは定数である．
小さな εに対してシースの厚みを解析する．そのためには，問題 (9)の解に対する適
切な近似解を構成し，その近似解が劇的に変化するrの範囲を求めればよい．次の形で
与えられる近似解 (nA, uA, ϕA)を構成する．ただし，m ≥ 2とする．

(nA, uA, ϕA)(t, r) :=
m∑
j=0

εj/2(nj, uj, ϕj)(t, r) +
m∑
j=0

εj/2(N j
L, U

j
L,Φ

j
L)

(
t,
r − 1√

ε

)

+
m∑
j=0

εj/2(N j
R, U

j
R,Φ

j
R)

(
t,
1 + L− r√

ε

)
+ Em.

ここで，(nj, uj, ϕj) = (nj, uj, ϕj)(t, r)は外部解，(N j
L, U

j
L,Φ

j
L) = (N j

L, U
j
L,Φ

j
L)(t, r̄)は

内殻側に対応する内部解，(N j
R, U

j
R,Φ

j
R) = (N j

R, U
j
R,Φ

j
R)(t, r̃)は外殻側に対応する内部

解である．また，補正項Emにより，近似解 (nA, uA, ϕA)は境界条件 (9c)を満たす．
近似解 (nA, uA, ϕA)を，jに関して帰納的に定義していくが，各 jでは外殻側に対応す
る内部解，外部解，内殻側に対応する内部解の順に決めていく．まず，(N0

R, U
0
R,Φ

0
R) =

(0, 0, 0)とする．外部解 (n0, u0, ϕ0)は，次の非線形双曲型方程式系の初期値境界値問題
の解とする．ただし，初期値 (n0

0, u
0
0)は，全ての次数の整合条件を満たすとする．

n0
t + (n0u0)r = 0, u0

t + u0u0
r +K(log(r−2n0))r = ϕ0

r, n0 − r2e−ϕ0

= 0, t > 0, r ∈ I,

(n0, u0)(0, r) = (n0
0, u

0
0)(r) ∈ H∞(I) := ∩∞

k≥1H
k(I),

|ϕL + log n0
0(1)| > 0, inf

r∈I
n0
0(r) > 0, inf

r∈{1,1+L}
((u0

0)
2 −K − 1)(r) > 0, sup

r∈{1,1+L}
u0
0(r) < 0,

(n0, u0)(t, 1 + L) = ((1 + L)2, u+).



内部解 (N0
L, U

0
L,Φ

0
L)は，次の 4非線形常微分方程式の初期値問題を解いて定める．

(
n0(t, 1)U0

L +N0
Lu

0(t, 1) +N0
LU

0
L
)
r̄
= 0,

1

2

(
2u0(t, 1)U0

L + (U0
L)

2
)
r̄
+K

(
log(n0(t, 1) +N0

L)−log n0(t, 1)
)
r̄
=Φ0

L,r̄,

−Φ0
L,r̄r̄ +N0

L − e−ϕ0(t,1)−Φ0
L + e−ϕ0(t,1) = 0, r̄ ∈ (0,∞),

Φ0
L(t, 0) = ϕL − ϕ0(t, 1), lim

r̄→∞
(N0

L, U
0
L,Φ

0
L)(t, r̄) = (0, 0, 0).

次に，j ≥ 1の場合を考える．なお，J j−1
log (n), J j−1

exp (ϕ), RF j−1
i , LF j−1

i は，j − 1次
までの内部解と外部解によって基本的には定まるが，これらの定義は次章で述べる．外
殻側に対応する内部解 (N j

R, U
j
R,Φ

j
R)は，次の線形常微分方程式の境界値問題を解いて

定める．
−
(
u0(t, 1 + L)N j

R + n0(t, 1 + L)U j
R
)
r̃
= −RF j−1

1 ,

−
(
K(n0(t, 1 + L))−1N j

R + u0(t, 1 + L)U j
R − Φj

R
)
r̃
= −RF j−1

2 ,

−(1 + L)2Φj
R,r̃r̃ + (1 + L)2e−ϕ0(t,1+L)Φj

R +N j
R = RF j−1

3 , r̃ ∈ (0, L/
√
ϵ),

N j
R(t, L/

√
ϵ) = U j

R(t, L/
√
ϵ) = 0, Φj

R,r̃(t, 0) = −ϕj−1
r (t, 1 + L), Φj

R(t, L/
√
ϵ) = 0.

外部解 (nj, uj, ϕj)は，次の線形双曲型方程式系の初期値境界値問題を解いて定める．

nj
t + (nju0)r + (n0uj)r = −

j−1∑
l=1

(nluj−l)r,

uj
t+(uju0)r+K

(
(n0)−1nj

)
r
−ϕj

r = −1

2

j−1∑
l=1

(uluj−l)r −
(
J j−1

log (n)
)
r
,

nj + r2e−ϕ0

ϕj = (r2ϕj−2
r )r + r2

(
J j−1

exp (ϕ)
)
, (t, r)∈(0, T ]×I,

(nj, uj)(0, r) = (nj
0, u

j
0)(r), (nj, uj)(t, 1 + L) = −(N j

R(t, 0), U
j
R(t, 0)).

なお，j = 1のときは，
∑0

l=1 al = ϕ−1 = 0とする．内殻側に対応する内部解(N j
L, U

j
L,Φ

j
L)

は，次の線形常微分方程式の境界値問題を解いて定める．
(
(u0(t, 1) + U0

L)N
j
L + (n0(t, 1) +N0

L)U
j
L
)
r̄
= −LF j−1

1 ,(
K(n0(t, 1) +N0

L)
−1N j

L + (u0(t, 1) + U0
L)U

j
L − Φj

L
)
r̄
= −LF j−1

2 ,

−Φj
L,r̄r̄ + e−ϕ0(t,1)−Φ0

LΦj
L +N j

L = LF j−1
3 , r̄ ∈ (0, L/

√
ϵ),

N j
L(t, L/

√
ϵ) = − n0(t, 1) +N0

L(t, L/
√
ϵ)(

u0(t, 1) + U0
L(t, L/

√
ϵ)
)2 −K

Φj
L(t, L/

√
ϵ),

U j
L(t, L/

√
ϵ) =

u0(t, 1) + U0
L(t, L/

√
ϵ)(

u0(t, 1) + U0
L(t, L/

√
ϵ)
)2 −K

Φj
L(t, L/

√
ϵ),

Φj
L(t, 0) = −ϕj(t, 1), Φj

L,r̄(t, L/
√
ϵ) = 0.

さらに，補正項Emを次で定める．

Em := ε(m+1)/2
(
nm+1, um+1, 0

)
(t, r) + ε(m+1)/2

(
Nm+1

R , Um+1
R ,Φm+1

R
)(

t,
1 + L− r√

ε

)
,

+
(
−

m∑
j=0

εj/2N j
L
(
t, L/

√
ϵ
)
,−

m∑
j=0

εj/2U j
L
(
t, L/

√
ϵ
)
, (1− r)Φ0

L,r(t, L/
√
ϵ)
)
.

4 r̄を変数，tをパラメータとみなす．



問題(9)では双曲・楕円型連立方程式系を解かなければならないが，近似解(nA, uA, ϕA)

が満たす方程式系は，方程式の型が違う連立系ではない．さらに，j ≥ 1では線形であ
る．これらの方程式系の導出は [14]で詳述され，その可解性は [13]で示されている．

定理 4. ([13]) u2
+ > K + 1とする．このとき，ある正定数 δ0, ε0, T があって，|ϕL +

log n0
0(1)| < δ0 かつε < ε0であれば，適切な初期値 (nj

0, u
j
0) ∈ H∞(I) (j ≥ 1)に対して，

近似解 (nA, uA, ϕA) ∈ C∞([0, T ]× Ī)はwell-definedであり，k ≥ 0に対して次が成り立
つ．ここで，γ, c, Cは εに依らない正定数である．

(nA, uA)(t, 1 + L) = ((1 + L)2, u+), ϕA(t, 1) = ϕL, ϕA
r (t, 1 + L) = 0, (10)

inf
r∈I, t∈[0,T ]

nA(t, r) > γ, (11)

inf
r∈{1,1+L}, t∈[0,T ]

((uA)2 −K − 1)(t, r) > γ, sup
r∈{1,1+L}, t∈[0,T ]

uA(t, r) < −γ, (12)

sup
t∈[0,T ]

|∂k
r (n

A, uA, ϕA)(t, r)| ≤ C
(
ε−k/2e−c(r−1)/

√
ε + ε−(k−1)/2e−c(1+L−r)/

√
ε + 1

)
. (13)

定理4の注意を述べる．まず，(9c)及び(10)より，近似解(nA, uA, ϕA)と真の解(n, u, ϕ)

は，全く同じ境界条件を満たすことが分かる．さらに，k = 1とした (13)より，小さな
εに対して，近似解が急減に変化している rの範囲は，円環の内殻 r = 1からO(

√
ε)ま

での距離であることが分かる．これは，シースの厚みが，Debye長
√
εのオーダーであ

ることを意味する．また，近似解 (nA, uA, ϕA)が真の解 (n, u, ϕ)を良く近似できている
ことは，次の定理によって保証される．

定理 5. ([13]) u2
+ > K +1とする．初期値 (n0, u0)は次の形で書け，適切な整合条件を

満たすとする．

(n0, u0)(r) = (nA(0, r) + εm/2fn(r), u
A(0, r) + εm/2fu(r)), (fn, fu) ∈ H2(I).

このとき，ある正定数 δ0, ε0, T0があって，|ϕL + log n0
0(1)| < δ0かつ ε < ε0であれば，

問題 (9)は解 (n, u, ϕ)を持つ．この解は次を満たし，そのような解は一意である．

(n, u, ϕ) ∈

[
1⋂

i=0

Ci([0, T0];H
2−i(I))

]2
× C([0, T0];H

3(I)),

inf
r∈I, t∈[0,T0]

n(t, r) ≥ γ/2,

inf
r∈{1,1+L}, t∈[0,T0]

(u2 −K − 1)(t, r) ≥ γ/2, sup
r∈{1,1+L}, t∈[0,T0]

u(t, r) ≤ −γ/2.

ここで，γは (11), (12)と同じものである．さらに，εに依らない正定数Cがあって，次
の誤差評価が成り立つ．

sup
t∈[0,T0]

(
∥(n− nA, u− uA, ϕ− ϕA)(t)∥2L2 + ε∥∂r(n− nA, u− uA, ϕ− ϕA)(t)∥2L2

+ ε5/2∥∂2
r (n− nA, u− uA, ϕ− ϕA)(t)∥2L2

)
≤ Cεm.



4. 補遺
本章では，J j−1

log (n), J j−1
exp (ϕ), RF j−1

i , LF j−1
i の定義を述べる．まず，J j−1

log (n), J j−1
exp (ϕ)

は，j = 1ではJ 0
log(n) = J 0

exp(ϕ) = 0とし，j ≥ 2では次で定める．

J j−1
log (n) := K

j∑
k=1

(−1)k+1

k
(n0)−k

∑
|α|=k, ∥α∥=j, αj=0

(
k

α

)
nα,

J j−1
exp (ϕ) :=

j∑
k=1

(−1)k

k!
e−ϕ0

∑
|α|=k, ∥α∥=j, αj=0

(
k

α

)
ϕα.

ここで，

|α| = α1 + · · ·+ αj−1, ∥α∥ = α1 + 2α2 + · · ·+ (j − 1)αj−1,(
k

α

)
=

k!

α1! · · ·αj−1!
, uα =

(
u1
)α1 · · ·

(
uj−1

)αj−1 .

残りのRF j−1
i , LF j−1

i を定義するため，いくつか記号を準備する．

Ij
1(N) := K(n0 +N0)−1(nj +N j)−K(n0)−1nj, J j−1

1 (N) := J j−1
log (n+N)− J j−1

log (n),

Ij
2(Φ) := −e−ϕ0−Φ0

(ϕj + Φj) + e−ϕ0

ϕj, J j−1
2 (Φ) := J j−1

exp (ϕ+ Φ)− J j−1
exp (ϕ).

さらに, a = 1, 1 + Lとして，

Ij
1,a(N) := K(n0(t, a) +N0)−1(nj(t, a) +N j)−K(n0(t, a))−1nj(t, a),

Ij
2,a(Φ) := −e−ϕ0(t,a)−Φ0

(ϕj(t, a) + Φj) + e−ϕ0(t,a)ϕj(t, a),

V j
a :=


K log(n0(t, a) +N0)−K log(n0(t, a)), j = 0,

I1
1,a(N) + ϵ−1/2

(
K log(n0 +N0)−K log(n0)− V 0

a

)
, j = 1,

Ij
1,a(N) + J j−1

1 (N) + ϵ−1/2(Ij−1
1 (N)− Ij−1

1,a (N)), j ≥ 2,

W j
a :=


e−ϕ0(t,a)−Φ0 − e−ϕ0(t,a), j = 0,

I1
2,a(Φ) + ϵ−1/2

(
e−ϕ0−Φ0 − e−ϕ0 −W 0

a

)
, j = 1,

Ij
2,a(Φ) + J j−1

2 (Φ) + ϵ−1/2(Ij−1
2 (Φ)− Ij−1

2,a (Φ)), j ≥ 2.



さて，RF j−1
i を定めよう．j = 1ではRF0

1 = RF0
2 = RF0

3 = 0とし，j ≥ 2では次で
定める．

RF j−1
1 := N j−1

R,t + ϵ−1/2
∑

l+k=j−1,
l,k≥0

(
(nl − nl(t, 1 + L))Uk

R + (uk − uk(t, 1 + L))N l
R
)
r̄

+

j−1∑
l=1

(
nl(t, 1 + L)U j−l

R +N l
Ru

j−l(t, 1 + L) +N l
RU

j−l
R
)
r̄
,

RF j−1
2 := U j−1

R,t +
1

2
ϵ−1/2

∑
l+k=j−1,

l,k≥0

(
(ul − ul(t, 1 + L))Uk

R + (uk − uk(t, 1 + L))U l
R
)
r̄

+
1

2

j−1∑
l=1

(
ul(t, 1 + L)U j−l

R + U l
Ru

j−l(t, 1 + L) + U l
RU

j−l
R
)
r̄

+
(
J j−1

1 (NR) + ϵ−1/2(Ij−1
1 (NR)− Ij−1

1,1+L(NR))
)
r̄
,

RF j−1
3 := ϵ−1/2(r2 − (1 + L)2)W j−1

1+L + (ϵ−1/2(r2 − (1 + L)2)Φj−1
R,r̄ )r̄

+ (1 + L)2
(
J j−1

2 (ΦR) + ϵ−1/2(Ij−1
2 (ΦR)− Ij−1

2,1+L(ΦR))
)
.

また，LF j−1
i (j ≥ 1)については，次で定める．ただし，

∑0
l=1 al = 0である．

LF j−1
1 := N j−1

L,t + ϵ−1/2
∑

l+k=j−1,
l,k≥0

(
(nl − nl(t, 1))Uk

L + (uk − uk(t, 1))N l
L
)
r̄

+

j−1∑
l=1

(
nl(t, 1)U j−l

L +N l
Lu

j−l(t, 1) +N l
LU

j−l
L
)
r̄
+
(
uj(t, 1)N0

L + nj(t, 1)U0
L
)
r̄
,

LF j−1
2 := U j−1

L,t +
1

2
ϵ−1/2

∑
l+k=j−1,

l,k≥0

(
(ul − ul(t, 1))Uk

L + (uk − uk(t, 1))U l
L
)
r̄

+
1

2

j−1∑
l=1

(
ul(t, 1)U j−l

L + U l
Lu

j−l(t, 1) + U l
LU

j−l
L
)
r̄
+ V j

1 − Ij
1,1(NL)

+
(
uj(t, 1)U0

L +Knj(t, 1)
(
(n0(t, 1) +N0

L)
−1 − (n0(t, 1))−1

))
r̄
,

LF j−1
3 := ϵ−1/2(r2 − 1)W j−1

1 + (ϵ−1/2(r2 − 1)Φj−1
L,r̄ )r̄

+W j
1 − Ij

2,1(ΦL)−
(
e−ϕ0(t,1)−Φ0

L − e−ϕ0(t,1)
)
ϕj(t, 1).
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